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Introduction

L'analyse complexe est un domaine de mathématiques traitant les fonctions a valeurs complexes
qui sont dérivables par rapport a une variable complexe.

Les fonctions dérivables sur un ouvert du plan complexe sont appelées holomorphes et satisfont
de nombreuses propriétés plus fortes que celles vérifiées par les fonctions dérivables en analyse
réelle. Entre autres, toute fonction holomorphe est analytique (c’est-a-dire développable en série
entiere) et vérifie le principe du maximum.

L'objet de ce mémoire est d’étudier le principe du maximum, il stipule que si une fonction
holomorphe est définie sur un ouvert borné connexe (2 et qu’elle atteint son maximum dans €,
alors f est constante sur (.

Il existe de nombreuses versions du principe du maximum, valables pour diverses catégories
de fonctions. Nous allons donner des versions autres que celle des fonctions holomorphes, comme
pour les fonctions vérifient la propriété de la sous moyenne et les fonctions sous harmoniques. Dans
notre mémoire, nous utiliserons ce principe pour démontrer le théoreme de d’Alembert-Gauss et
caractériser les fonctions holomorphes bijectives du disque unité vers lui-méme, également pour
estimer le nombre de racines d'une fonction holomorphe sur un disque. Nous démontrerons aussi
le théoréeme de 'application ouverte, qui est crucial en théorie des fonctions holomorphes. En outre,
nous montrons que le probleme de Dirichlet admet une solution unique sur un ensemble ouvert
connexe borné, et nous donnons sa solution explicite sur un disque. Enfin, nous généralisons ce
principe a un ensemble non borné, et nous conclurons en indiquant que "presque toutes" les fonctions
continues satisfaisant le principe du maximum sont holomorphes.

Schwarz Dirichlet



Histoire du principe du maximum

Riemann a écrit en 1851 "Eine harmonische Function u kann nicht in einem
Punkt im Innern ein Minimum oder ein Maximum haben, wenn sie nicht iiberall
constant ist. (Une fonction harmonique u ne peut avoir ni un minimum ni un
maximum a un point intérieur sauf s’elle est constante.)" Burkhardt formulé ce
théoreme pour les parties réelles et imaginaires des fonctions holomorphes dans
p.126 dans son livre, Dans son travail de 1906 OsGOOD a également traité les
principes du maximum et du minimum seulement pour fonctions harmoniques.

Il semble difficile de savoir quand et ou le théoreme a été formulé pour les
fonctions holomorphes et prouvé pour elles sans une réduction au cas harmonique.
Méme les experts dans I’histoire de la théorie fonctionnelle ne pourrait pas dire si le
principe du maximum se produit dans Cauchy travaille ou non. C. Caratheodory (Mathématicien
allemand d’origine grecque, 1873-1950, a 'origine ingénieur, assistant de A. Sommerfeld ; 2 Munich
a partir de 1924) a donné sa simple preuve du lemme de Schwarz en 1912 par le principe du
maximum des fonctions holomorphes, mais ce faisant, il ne dit rien de cet important théoréme.
Hurwitz discuté le théoreme dans son Vorlesunen iiber allgenneine Funktionentheorie elliptische
Funktionen (P. 107) qui a été publié pour la premiere fois en 1922 par Julius Springer, Berlin.

En 1915 L. Bieberbach (1886-1982) a écrit dans son petit Goschen volume
Einfithrung in die konforme Abbildung (p. 8) : "Wenn f(z) im Inneren eines Gebietes
G reguldr und endlich ist, so besitzt |f(z)| kein Maximum im Inneren des Gebietes. Die
Behauptung (bekanntlich eine leichte Folgerung des Cauchyschen Integralsatzes) kann
auch unmittelbar aus der Gebiets- treue gefolgert werden. (Si f(z) est holomorphe et
fini a l'intérieur d’une région G, alors |f(z)| n a pas de maximum. Cette affirmation
(connue pour étre une conséquence facile du théoreme intégral de Cauchy) peut
également étre immédiatement déduite du théoréme de 'application ouverte.)" Dans
le deuxieme volume de son travail, qui est apparu en 1927, Bieberbach a parlé du
"principe du maximum."

Riemann




Présentation du mémoire

Dans le chapitre 1, on rappelle la topologie de C, les notations et les notions préliminaires
nécessaires en vue de les utiliser dans le chapitre suivant, ensuite on donne un rappel sur les
fonctions holomorphes, et nous considérons quelques définitions et théorémes nécessaires sur les
fonctions holomorphes et harmoniques que nous avons besoin de savoir comme la formule de
Cauchy, principe de prolongement analytique et le théoréeme des zéros isolés.

Dans le chapitre 2, nous expliquons d’abord le principe du maximum. Nous montrons que les
fonctions holomorphes vérifient ce principe. Autrement, on définit les fonctions qui vérifient la
propriété de la sous moyenne et on montre que les fonctions sous harmoniques possedent cette
propriété. Nous prouvons également que les fonctions continues qui vérifient la propriété de la sous
moyenne vérifient ce principe. Ensuite, nous étudions les fonctions qui vérifient ce principe et leurs
propriétés. En autre, nous explorons les applications de ce principe dans la théorie des fonctions
holomorphes et les équations en dérivées partielles, on démontre le théoreme de
d’Alembert-Gauss et de 'application ouverte. De plus, on caractérise les fonctions holomorphes
bijectives de D(0,1) vers D(0,1) par le lemme de Schwarz et on donne la solution explicite du
probleme de Dirichlet et on montre qu’elle est unique. En fin, nous présentons une généralisation
de ce principe par la méthode de Phragmén-Lindelof et sa réciproque.

Phragmén Lindelof



Chapitre

Fonctions holomorphes

Dans ce chapitre, nous donnons un rappel sur les fonctions holomorphes et leurs propriétés ana-
lytiques.

1.1 DL’ensemble C

L'ensemble des nombres complexes, noté par, C est une extension de I'ensemble des nombres
réels, qui permet de représenter les nombres sous forme d'une somme d’une partie réelle et d'une
partie imaginaire, écrite sous la forme a + bi, ou a et b sont des nombres réels et i au carré c’est —1.
En d’autres termes, il est défini de la maniéere suivante :

C={a+1ib:(a,b)eR}, avec i2=-1.

*(C,+,.) est un corps commutatif.
Ou les deux lois + et . sont définies par :

(x+iy)+@+it)=x+z+i(y+t)et (x+iy).(z+it) =xz—-yt+i(xt+yz), V(x+1iy), (z+1it) € C.

Siz=a+1ibeC, on définit :

1) les parties réelle et imaginaire sont respectivement données par :

Re(z)=aetIm(z)=0b,

2) le conjugué de z par :
z=a-1b,

3) le module de z est défini par :

12l = V2z = VRe(2)2 + Im(2)2 = Va2 + b2.
On identifie C & R? par ’application suivante :

C —R?
x+iy—(x,y),

donc on peut représenter les nombres dans le repére cartésien comme les points de R.



CHAPITRE 1. FONCTIONS HOLOMORPHES

® SECTION 1.1. ENSEMBLE C

Im(z)
bl ‘ z=a+1b
0 & Re(2)
L'application :
l|:C— R
z— 2|,

définit une norme sur C, donc (C,|.|) est un espace normé.

Soient zoeCetr >0,
1) D(zg,r)={z€C:|z—z¢| <r}, est le disque ouvert de centre z( et de rayon r,
2) D(zo,r)={z€C:|z—2zp| <7}, est le disque fermé de centre z( et de rayon r. De plus D(zo,7) =
D(z,r),
3) C(z_o,r) ={zeC:|z—-2z9|=r}, est le cercle de centre z( et de rayon r. De plus C(zg,r) = 0D(zqg,r) =
D(zy,r)\D(zgp,r).

' z1 \ 29
| « « -
: Ry Ry

Cercle, disque ouvert, disque fermé.

*Ouvert et fermé dans C :
Un ensemble O est ouvert si et seulement si Vze€ O, 3r >0, D(z,r)cO.
Un ensemble F est fermé si et seulement si F'¢ = Cg est un ouvert de C.

un ensemble ouvert

eL’ensemble C muni de la norme |.| est complet.
eLes ensembles compacts dans C

La compacité est une notion tres importante.

Benfanich Abderrahmane 8



CHAPITRE 1. FONCTIONS HOLOMORPHES

® SECTION 1.1. ENSEMBLE C

Théoréme 1.1.1 [2].

K c C est compact si et seulement si K est fermé borné.

eLes ensembles connexes dans C

La connexité est une notion fondamentale. Elle signifie qu'un ensemble ne peut pas étre divisé
en deux parties ouvertes disjointes, tandis que la connexité par arc signifie qu’il existe un chemin
continu qui relie n'importe quel deux points de ’ensemble, en fin, la convexité impose que ce chemin
doit étre un segment. Dans la section suivant, nous donnons les définitions mathématiques de ces
notions et les relations entre eux dans I’ensemble C.

1

Soit A un ensemble non vide de C. A est dit connexe si et seulement si 7 O1 et Oy deux ouverts de C

tels que O1N0O3NA =3, O1NA#3T, OanNnA#Tet AcO1UOOq.

ensemble connexe ensemble non connexe

Théoréeme 1.1.2 [1].

Soit A un ensemble connexe dans C. On suppose que B est un ensemble ouvert et fermé non vide
dans A (c’est-a-dire A N B est fermé et ouvert dans C). Alors, B = A.

1

Un ensemble A est dit connexe par arc si et seulement si Vx,y € A, 3y :[0,1] — A une application
continue telle que y(0) = x et y(1) = y.

un ensemble connexe par arc

Proposition 1.1.1 [1].

Soit A un ensemble de C. Supposons que A est connexe par arcs. Alors A est connexe.

Im(z)+ t+isin(}),t€10,1]

{0} x[-1,1] Re(2)

Exemple : Un ensemble connexe qui n’est pas connexe par arc.

9 Benfanich Abderrahmane



CHAPITRE 1. FONCTIONS HOLOMORPHES

® SECTION 1.2. FONCTIONS D’UNE VARIABLE COMPLEXE

Théoréme 1.1.3 [1].
Soit O un ouvert de C. Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes :
i) O est connexe.

ii) O est connexe par arcs.

1

Un ensemble A est dit convexe si et seulement si Vz,w € A, Vte[0,1], tz+(1-t)w € A.

un ensemble non convexe un ensemble convexe

Proposition 1.1.2 [1].
Soit un ensemble A de C. Alors,

A est convexe =—> A est connexe par arcs = A est connexe.

1.2 Fonctions d’une variable complexe

Dans cette section, nous étudions les fonctions d’'une variable complexe et leurs propriétés. Une
fonction de variable complexe est une application définie sur un ensemble A de C.

f:A—C
z— f(2)

2

Soient f: A— Cet zg € A, on dit que f(z) — b si et seulement si Ve >0,y >0, Vze A, |z —2zp|l <
z—2

z€EA

Yy = |f(2)—b| <€, on écrit Zlinzlf(z):b.
—Z0
z€EA

2

[ est dite continue en zg si et seulement si lim f(z) = f(z¢). On dit que f est continue sur A si et
z—20

z€eA
seulement si f est continue en tout point de A.

Remarques 1.2.1 [2] :
Pour z=x+iye€ A. On écrit f(z) = f(x+1iy) = P(x,y) +iQ(x,y). Alors, f est continue sur A si et
seulement si P et Q sont continues sur {(x,y) e R%:x+iy € A).
Théoréme 1.2.1 [2].
Soient f,g deux fonctions continues sur A et A € C. Alors :
i) [+ g est continue sur A.

i) Af est continue sur A.

Benfanich Abderrahmane 10



CHAPITRE 1. FONCTIONS HOLOMORPHES

® SECTION 1.3. INTEGRALE D’UNE FONCTION LE LONG D’'UN CHEMIN

iii) fg est continue sur A.

f
g
v) sif:Ai—Cetg:Ag— Cet f(A1)cAg alors gof est continue sur Aj.

iv) On suppose que g(z) #0, Vz € A. Alors, = est continue sur A.

Exemples 1.2.1 :

n
Les fonctions polynémes a coefficients dans C, P(z) = Y. apz", sont continues sur C.
k=0

Théoréme 1.2.2 [1].

Soient A un ensemble non vide de C et f : A — C une fonction continue. On suppose que A est
connexe. Alors, f(A) est connexe.

Théoréme 1.2.3 [1].

Soient A un ensemble non vide de C et f : A — C une fonction continue. Soit K est compact dans
A. Alors, f(K) est compact.

1.3 Intégrale d’une fonction le long d’'un chemin

Dans cette section, nous étudions l'intégrale d'une fonction le long d'un chemin dans le plan
complexe.

2

Soient A un ensemble non vide de C et C c A. On dit que C est un chemin dans A si et seulement si
Jy: [a,b] — A une application continue telle que y([a,b]) = C. De plus, on appelle y la paramétrisa-
tion du chemin C.

Remarques 1.3.1 [2] :
Soient O un ensemble non vide de C et y :[a,b] — O une paramétrisation d’'un chemin C de O. Alors :
i) Siy(a)=7y(b), on dit que C est un chemin fermé.

ii) Si y est injective sur la,bl, on dit que C est un chemin simple.

@dg

un chemin non fermé simple  un chemin fermé non simple un chemin fermé simple

iii) Un chemin C est orienté positivement (respectivement négativement), s’il est de la forme suivante :

(a) chemin orienté positivement. (b) chemin orienté négativement.

On le note C™* (respectivement C~).

11 Benfanich Abderrahmane



CHAPITRE 1. FONCTIONS HOLOMORPHES

® SECTION 1.4. LES SERIES ENTIERES

Exemples 1.3.1 :

i) Soit y1:10,27] — C définie par y1(¢) =z +re’t Vi e[0,2n] avee r > 0, est une paramétrisation du
cercle de centre z et de rayon r orienté positivement.

il) 7y9:[01,02]1 — C définie par ya(t) =z + rett, Vt € [01,02] avec r > 0, est une paramétrisation du
arc d’un cercle de centre z et de rayon r orienté positivement.

02
z//ﬁ 301

2

Soient A un ensemble non vide de C et C un chemin dans A de paramétrisation de classe C1. Soit
f : A — C une fonction continue, on définit [ f(z)dz par :

b
fc F@)dz = f Fro) @B)dt,

ol y est une paramétrisation du chemin C.

1.4 Les séries entieres

Dans cette section, nous étudions les séries entiéres. Les séries entieres sont des séries de
+00
fonctions de la forme } a,z", ou a, sont des coefficients complexes. Nous verrons comment utiliser

n=0
la regle de d’Alembert et la regle dHadamard pour déterminer le rayon de convergence d’'une série

entiere.

2

Une série entiere est une série de fonctions de la forme suivantes :
+00
Z a,z".
n=0

+00
On définit R = sup{r =0:VYz e D(0,r), Y |lallz|" converge}€[0,+o0], R est le rayon de convergence
=0
+00 "
de la série entiére Y a,z".
n=0
Les deux théoremes suivants permettent de calculer le rayon de convergence dune série

entiere.

Théoréme 1.4.1 [2] (Régle de d’Alembert).

Soit ]l = lim M, alors R =1, avec la convention & = +ooet = =0.
n—+oo lanl l 0 +00

Benfanich Abderrahmane 12



CHAPITRE 1. FONCTIONS HOLOMORPHES

® SECTION 1.5. FONCTIONS HOLOMORPHES

Théoréeme 1.4.2 [2] (Régle d'Hadamard) .

Soit I =limsup V/|a,l, alors R = %, avec la convention 0% = +oo et % =0.
n—+oo

Exemples 1.4.1 :

1) La série entiere Y. fl—r: est de rayon de convergence +oo, de plus la fonction définie par :
exp: C—C

+00 zn

nzom’

s’appelle 'exponentielle complexe et elle vérifie les propriétés suivantes :

i) exp(0)=1,

ii) exp(a +b) =exp(a)exp(d), Va,b € C,

iii) soit z€C, exp(z)=1 << Ik e ”Z, z =2ink,

iv) |exp(z)| =exp(Re(z)), Vz € C.

De cette fonction, on peut définir cos et sin complexe par :

Vo€, coste) = SV LD oy ) explia)—explia)
l

2) La série entiére ) z" est de rayon de convergence 1, elle s’appelle la série géométrique, de plus
VzeD(0,1), ¥ 2" ==
n=0

Proposition 1.4.1 [2].

+00

Soit R le rayon de convergence d’une série entiére Y a,z". Alors , Si |z| > R, la série diverge.
n=0

Pour tout p < R la série converge normalement sur D(0, p), par suite, elle converge uniformément sur

D(0, p).
Remarques 1.4.1 [2]:

+00
En général, une série entiére est de la forme Y. a,(z—zy)".
n=0

1.5 Fonctions holomorphes

Pour la suite QQ est un ouvert de C.

2

f(zo+h)—f(20)
h

Soit f : QQ — C une fonction. f est holomorphe en z si et seulement lim existe dans C.

h—0
On dit que [ est holomorphe sur Q) si et seulement si f est holomorphe en tout point de Q. On note

F(Q) lensemble des fonctions holomorphes sur Q.

(a) visualisation d'une fonction holomorphe (b) visualisation d’une fonction non holomorphe

13 Benfanich Abderrahmane



CHAPITRE 1. FONCTIONS HOLOMORPHES

® SECTION 1.5. FONCTIONS HOLOMORPHES

Le théoreme suivant donne des regles pour calculer la dérivée d’une fonction holomorphe.

Théoréme 1.5.1 [2].

Soient f et g deux fonctions holomorphes sur Q et A € C. Alors :
1) fg est holomorphes sur Qet (fg) =f'g+fg'.
2) f +Ag est holomorphe sur Qet (f +Ag) =f'+Ag’.

g
4) Si f: Q1 — Cet g:Q9 — C. Supposons que f(Qq) c Qqo. Alors, gof est holomorphe sur Q1 et
(gof)(2)=g'(fe)f'(2), Vz € Q.

Remarques 1.5.1 :

f r\ _ f'e-re
3) On suppose que Yz € Q), g(z) # 0 sur Q. Alors g est holomorphe sur S et = .

10f

Soit f une fonction holomorphe sur Qet z=x+1iy€C. Alors, f'(x+iy) = %(x +iy) = 3y (x+1y).

Exemples 1.5.1 :
1) La fonction f : z— 2" est holomorphe sur C et f'(z) =nz""!, VzeC.

2) Soit Y a,z" une série entiere de rayon de convergence r > 0. Alors z— Y a,z" est holomorphe
n=0

sur D(0,r) et sa dérivée est z— Y. nan,z" 1. De plus la série Y. na,z"! a le méme rayon de
n=1 n=1
convergence r.

3) Les fonctions z — exp(z), z — cos(z) et z— sin(z) sont holomorphes sur C, de plus ses dérivées
respectivement sont z — exp(z), z — —sin(z) et z— cos(2).

4) La fonction gamma définie par, I'(z) = O+°° t?*“Le~tdt pour tout z € C tel que Re(z) > 0, est
holomorphe, sa dérivée est donnée par I'(z) = f0+°°ln(t)tz_1e_tdt pour tout z € C tel que
Re(z) > 0, on montre par intégration par partie que 1'(z) = zI'(z — 1) et par récurrence que
Vn=1 I'(n)=(n-1).

graphe du module de la fonction gamma

5) Soient z=x+iye{x+iyeC:x=0}et a>0. On définit z* par

exp(a(3In(x? + y?) + i arctan(2))) , si x> 0.

- 2%=y%zxp(iag) ,six=0ety>0.
2% =(-y)%exp(-iag) ,six=0et y<O.
0 ,Stx=0ety=0.

Benfanich Abderrahmane 14



CHAPITRE 1. FONCTIONS HOLOMORPHES

® SECTION 1.5. FONCTIONS HOLOMORPHES

La fonction z — z% est continue sur {x +iy € C:x =0} et holomorphe sur {x +iy € C:x >0} et sa
dérivée est z— az® L.

Remarques 1.5.2 [2] :

La différentiabilité est trés faible par rapport a Uholomorphie. En effet, f : z— z est de classe C™
au sens de la différentiabilité. Or, f n’est pas holomorphe. Pour z =x+1iy = (x,y), f(2) = f(x+1iy) =
f(x,y) = (x,—y) est de classe C*°. Or;

1,mz+h—2 1,m5+h—2 lim
1 —_— =11 —_— =N —
h—0 h h—0 h h—0h’
st h eR, alors,

. z+h-z

lim— =1,

h—0
st h €iR, alors,

z+h-2z
lim——=-1.
hl—»né h

Dou, f n’est pas holomorphe méme si il est de classe C*™ au sens de la différentiabilité.

Le théoreme de Cauchy-Riemann est un résultat fondamental de l'analyse complexe qui
caractérise les fonctions holomorphes.

Théoréme 1.5.2 [2] (de Cauchy-Riemann).
Soient f une fonction complexe sur Q) définie par f: x+iy— P(x,y) +iQ(x,y) et zg € Q. Alors, les
propriétés suivantes sont équivalentes,
i) [ est holomorphe en zg = xo + iyo.
0
9 (x0,50) = %(xo,yo)

ii) P et Q sont différentiables en (xg, yo) et { oP __9%Q
ay (%0,50) = =5, (x0,0)

Remarques 1.5.3 [2] :

Soit
0 1(6 .6) 0 1(6 .6)
—=—|—-i—|et ===-|—+i—]|.
0z 2\0x Oy 0z 2\0x Oy

f vérifie les équations de Cauchy-Riemann < % =0= % =0.

Théoréme 1.5.3 [2].

[ est holomorphe sur 0 < P et Q sont différentiables et vérifient les équations de
Cauchy-Riemann sur {(x,y) :x+ iy € Q}.

Exemples 1.5.2 [2] :

1) Supposons que Q) est connexe. Soit [ une fonction holomorphe sur €, si f(z) e R, Vz € Q, alors f est
constante. En effet, f(z) = P(x,y)+10, d’oir, d’apres les équations de Cauchy-Riemann et comme
Q est connexe, on déduit que, P est constante, alors f est constante.

2) Supposons que Q) est connexe, f est constante < f' = 0. En effet, (<), 0= f'(z) = %(z) + i%(z),
d’ou, % =0et % =0, alors par les équations de Cauchy-Riemann, % =0, % =0, % =0et
% =0, donc comme ( est connexe, on déduit que P et @ sont constantes, d’ou, [ est constante.
L'homotopie entre deux chemins est une notion fondamentale en analyse complexe. Elle décrit
la relation entre deux chemins continus dans le plan complexe qui peuvent étre déformés I'un dans
Pautre sans quitter leur région commune. Dans la définition suivante, on définit ’homotopie entre
deux chemins fermés.
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® SECTION 1.5. FONCTIONS HOLOMORPHES

5

Soient O un ouvert et y1, Yo deux chemins dans O, on appelle déformation de y1 & y2 toute applica-
tion continue & : [0,112 — O, vérifiant

6(2,0)=v1(8), 6(¢,1) = ya(?), VE€[0,1].

Si y1 et yo deux chemins fermés et 6(0,s) = 6(1,s), Vs €[0,1] on dit que y1 et yo sont homotopes dans
0.
Exemples 1.5.3 :

Soit y(t) = e2int i e[0,1] la paramétrisation du cercle unitaire. Alors 6(t,s) = y(¢)(1 —s) est une
déformation de y a 0 dans C et de plus y est homotope & 0 dans C.

Déformation du cercle a un point.

Un ensemble simplement connexe dans C est un ensemble qui ne contient aucun trou. En
d’autres termes, il est connexe et pour tout chemin fermé dans cet ensemble, il est possible de le
contracter de maniére continue a un point sans quitter 'ensemble.

On dit que Q) est simplement connexe si et seulement si tout chemin est homotope a un point dans
Q, cest-a-dire pour tout chemin fermé y dans Q, 3z € Q, 36 : [0,1]2 — Q continue telle que pour tout
t€[0,1], 6(¢,0) =y(¢) et 6(¢,1) = z et pour tout s €[0,1], 6(0,s) =6(1,s).

Exemples 1.5.4 :

Tout disque est simplement connexe.

Simplement connexe N’est pas simplement connexe

Le théoreme de Cauchy est un résultat fondamental qui confirme que si une fonction holomorphe
est définie sur un ouvert simplement connexe, alors l'intégrale de cette fonction sur tout chemin
fermé dans ce ouvert est nulle.
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Théoréme 1.5.4 [2](Cauchy).

Supposons que Q est simplement connexe, f une fonction holomorphe sur ) et C un chemin fermé
simple dans Q. Alors,
f f(z)dz =0.
C+

Corollaire 1.5.1 [2].

Supposons que Q) est simplement connexe, f une fonction holomorphe sur . Soient C; et Co deux
chemins simples dans ) d’extrémités A, B, orientés de A vers B. Alors,

fdz=| f(z)dz.
C1 Co

W

Corollaire 1.5.2 [2].

Supposons que (2 est simplement connexe. Soit a € Q et f une fonction holomorphe sur Q\{a}. Soient
C1 et Co deux chemins fermés simples homotopes a a dans Q. Alors,

ff(z)dz:f f(2)dz
Cl 3

Corollaire 1.5.3 [2].

Supposons que () est simplement connexe. Soit a € Q) et f une fonction holomorphe sur Q\{a}. Soit
C un chemin fermé simple homotope a a dans Q. Soient r > 0 tels que D(a,r) < Q. Alors,

2n

f f(2)dz :f f(2)dz = f(a+reit)rieitdt.
(o Ct(a,r) 0

Le théoreme suivant est tres important pour la suite, il montre que toute fonction holomorphe
vérifie ce qu’on appelle la propriété de la moyenne, qui est liée au principe du maximum.

Théoréme 1.5.5 [2] (Formule de Cauchy).

Soient f une fonction holomorphe sur Q et r > 0 tels que D(a,r) c Q. Alors,

1 1 [2n .
fla)= — F@ o= XL [ ra s reityas.
2in Jererz—a 27 Jo
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® SECTION 1.5. FONCTIONS HOLOMORPHES

Le théoréme suivant présente un résultat fondamental, c’est que si une fonction est holomorphe,
elle est développable en série entiéere, donc toutes les fonctions holomorphes sont de classe C*°.

Théoréme 1.5.6 [2].

Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert Q. Alors,

VzoeQ,r >0, Aay)wen<C, VzeD(29,r)cQ, f(2) = Z an(z—2z0)".

n=0
Preuve : o
Soit zg € Q, D (z9,r) = Q. Soit p <r, alors, D (z9,p) =D (z0,7).
z—2zo| lz—20l
)

Yw € C(zp,p),

<1, (*).

w—20

D’apres la formule de Cauchy

f(z)= if f(w) dw, z € D(z, p),
c

21 Je(zg,p) W —2
n
par (), on déduit que la série Y (5}%’2) est bien définie. De plus, on a :
11 1 1 +°°(z—zo)n
w—z w-—2z 1—5}%‘(’) Cw-z0 5 \w-2) ’

z—20
w-z(

n
par (x), la série Z( ) converge normalement en w sur C(zg, p),

n
dou Y. ( 2 Z%) converge uniformément, on déduit que

+00 1
fx)=Y ( f ﬂdw)(z—zo)n.

w=0\2i7 Je(zg,p) (W — 20)" 1

Dot le résultat. ]
Corollaire 1.5.4 [2].

Soit f est une fonction holomorphe sur Q. Alors, [ est de classe C*°. De plus

f(n)(Z()) — (n_'f f(LU)

- — dw]|.
2i7 JC(z9,0) (W — 20)"H1

On déduit aussi que :
sup |f(2)l

2eC(zg,r)
<

_ F™(z0)

n!

n

rn
Corollaire 1.5.5 .

Soit f une fonction holomorphe sur Q. Alors, Re(f) et Im(f) sont de classe C* (dans le sens de la
différentiabilité).

Soit f: Q— R Pour z=x+1iy €, on pose f(x,y)=f(x+1iy), f est dite harmonique sur  si et
seulement si f est de classe C? et Af(z) = 327';(2) + 2272(,2) =0, pour tout z dans .
Soit f: Q — C. On note par u (resp. v) la partie réelle (resp. la partie imaginaire) de . f est dite
harmonique si et seulement si u et v sont harmoniques.
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® SECTION 1.5. FONCTIONS HOLOMORPHES

Remarques 1.54 :

Soit f une fonction sur Q de classe C? au sens de différentiabilité. On peut permuter les dérivées

partielles. Alors, Af = 42 de plus, ARe(f) = aagg(zf) et AIm(f) = 402;£;;f)

6_6 ’
Exemples 1.5.5 :
Soit [ une fonction holomorphe sur Q). Alors, f, Re(f) et Im(f) sont harmoniques. En effet, 2Re(f) =

— 0
f+f, de plus, zaRa‘;(f ) — % + O_Z gg , comme [ est de classe C*°, donc gf est holomorphe, d’ou,
——
=0(fe(Q)
2
2% =0, donc ARe(f)=0.

Remarques 1.5.5 :

On suppose que () est connexe. Soit f :Q: — C, une fonction, continue sur Q et harmonique sur Q.
Supposons que |f| est constante sur Q, alors f est constante sur Q. En effet, la fonction |f|? = u? + v?
est constante sur 2, donc, ug;‘ + Uaz 0 sur Q,

Ouodu Ovov ou .Ou)(ou au ov .Ov)(ov 6v
———+t——=0sur Q= |—+i—||—-i— —+i—||—-i—|=0surQ
0z 0z 0z 0z Ox O0y)\ox Oy Ox 0yJ\ox ay
2 2 2
(2 (2 (2 (22 < omr
0x oy 0x oy

D’ou g—’; = % =0sur Qet g—; = g—; = 0 sur Q. Comme Q) est corzzexe, les fonctions u et v sont ainsi
constantes sur Q) donc par continuité, elles sont constantes sur Q.
Théoréme 1.5.7 [5] (de factorisation) .

Supposons que () est connexe dans C. Soit f une fonction holomorphe sur Q non nulle. Soit a € £
tel que f(a) =0, alors, il existe un p =1 qui s’appelle la multiplicité de a et g : Q) — C tels que :
i) VzeQ, f(2)=(z—-a)’g(2).
ii) g est holomorphe et g(a) # 0.

2

Soient O un ensemble et a € O. On dit que a est un point d’accumulation de O, s’il existe une suite

(xn)nen < O injective telle que x, — a.
n—+oo

Le théoreme suivant est un résultat tres fort, il stipule que si deux fonctions coincident dans un
ensemble qui admet un point d’accumulation, ces deux fonctions sont égales.

Théoréme 1.5.8 [2] (Principe du prolongement analytique) .

Supposons que ) est connexe. Soient [ et g deux fonctions holomorphes sur Q. On suppose que
l'ensemble {z € Q): f(2) = g(2)} admet un point d’accumulation dans Q. Alors, [ = g.

Corollaire 1.5.6 [2].

Soient f et g deux fonctions holomorphes sur () connexe. On suppose que f = g sur D(a,r) c Q.
Alors, f = g sur Q.

Corollaire 1.5.7 (théoréme des zéros isolés).

Supposons que () est connexe. Soit f : (0 — C une fonction holomorphe non constante qui s’annule
en zg € Q. Alors
dr >0, Vz € D(zg,r)\{zo}, f(2) #0.
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Chapitre

Principe du maximum

Le principe du maximum est un résultat classique de la théorie des fonctions holomorphes, il
affirme que, pour une fonction f, holomorphe dans un ouvert connexe borné Q2 du plan complexe et
continue sur Q, le maximum de |f| ne peut étre atteint qu’en un point du bord de Q sauf si f est
constante dans Q. En d’autres termes,

(20 € Q, |f(z0)l =sup|f(2)]) = [ est constante.
zeQ)

Lobjectif de ce chapitre est de démontrer ce résultat et de montrer que cette propriété n’est pas
uniquement réservée aux fonctions holomorphes, mais également vrai pour les fonctions ayant la
propriété de la sous moyenne et les fonctions sous harmoniques.

On rappelle que Q est un ouvert de C.

2.1 Principe du maximum pour les fonctions holomorphes

Dans cette section, on montre que les fonctions holomorphes vérifient le principe du maximum.

Lemme 2.1.1 [6].

Soient a, b eRavec a <b et D:[a,b] — R une fonction continue telle que Ik € R, Vx € [a,b], D(x) <
k. Alors,

M =

b
f P(x)dx =k = O(x) =k, Vx €[a,b].

—a

Preuve :

Supposons par Uabsurde qu’il existe un xg € [a, b] tel que ®(xy) # k, comme ®(xg) <k, alors (xg) <
k.
On suppose que xq €la, bl, donc par continuité de D, il existe § > 0 tel que pour tout x €]xg — 8,x¢ + 6,
|D(x) — D(xg)| < b — D(xp), d’oit Vx €lxg—08,x9+ [, P(x)<k.
Il s’ensuit que :

b
D(x)dx + f D(x)dx

x0+0

x0—0 x0+0

b
(b—a)M:f @(x)dx:f

<(xg—0—a)k+26k+(b—x9—0)k

D(x)dx + f

x0—0

d’ott M < k ce qui est absurde.
Si xg =a ou xy = b. On suppose que xy = a et de la méme maniére on montre le résultat pour xo = b.
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® SECTION 2.1. PRINCIPE DU MAXIMUM POUR LES FONCTIONS HOLOMORPHES

Comme le cas précédant, il existe un 6 > 0 tel que Vx € [a,a + 6], ®(x) < k, alors de maniere similaire
(on divise l'intégrale sur [a,a+6] et [a+0,b]) du cas précédant, on trouve que M < k ce qui est absurde.
Donc dans tous les cas, on trouve une contradiction. O

Théoréme 2.1.1 (Principe du maximum pour les fonctions holomorphes).

Supposons que Q est connexe borné. Soit f une fonction holomorphe sur Q, continue sur Q. On
suppose que [ n’est pas constante. Alors :

If(2)] < suplf(2)l, Vz € Q.
2€0Q)

Preuve : [6]
Tout d’abord () est compact, car il est fermé borné, alors sup|f(z)| = sup|f(2)| est bien définie, comme
2€Q 2eQ
f est continue sur Q et 'application z — |z| est continue.
Supposons par Uabsurde que f n’est pas constante et le maximum est atteint sur (), d’autres termes,

Jzp € Q, sup|f(2)| = |f(z0)l.

zeQ)
On a f(z9) #0, car sinon f est nulle.

Comme ( est ouvert, alors il existe r > 0 tel que D(zo,r) < Q. Alors, par le théoréme de Cauchy 1.5.5,
on déduit que :

1 1 21 .
fzo) = — /@) dz=— f(zo+re'®)do. (*)
271 JC(zo,r) 2 — 20 27 Jo

D’ou

1 27 0
If(z0)| < —f |f(z0+re'”)|do.
271 Jo
Or |f(zo+ ret?)| < |f(zo)l, VO €[0,27], par lemme 2.1.1, il s‘ensuit que :

V6 € [0,271,1f (z0 + re')| = £ (20)l.

10 .
Si on pose % =e!®® par (%), on trouve que :

1 2n
1= L [* oy
27 Jo

On identifie les parties réelles, on trouve que 1 = % 02” cos(®(0))d0, alors encore par 2.1.1 et que

VO €[0,2x], cos(D(O)) <1, on déduit que ®(0) =0[2r], VO €[0,2x].
D’ou

Vz € C(zg,r), f(2) = f(20).

Comme C(z9,r) admet un point d’accumulation, d’out f est constante sur () et par continuité de f on
déduit que f est constante sur (), ce qui est absurde. [l
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® SECTION 2.1. PRINCIPE DU MAXIMUM POUR LES FONCTIONS HOLOMORPHES

(a) Vérifie le principe du maximum. (b) Ne vérifie pas le principe du maximum.

Figures qui illustrent le principe du maximum géométriquement, ou les ¢ sont les maximums.

Corollaire 2.1.1 .

Supposons que Q est connexe borné. Soit f une fonction holomorphe sur Q continue sur Q, alors

sup|f(z)| = sup|f(2).
zeQ) z€0Q)

Corollaire 2.1.2 .

Supposons que Q est connexe borné. Soient K un compact dans ) et f une fonction holomorphe sur

Q. Alors, suplf(z)l = sup|f(2)|.
2e0K

Corollaire 2.1.3 Principe du maximum local.

Soit f une fonction holomorphe dans un ouvert connexe Q. Si f admet un maximum local en z( € w,
alors f est constante dans Q).

Preuve :
D’apres le principe du maximum théoreme 2.1.1 f est constante sur D(zq,r) et d’aprés 1.5.6 [ est
constante sur Q. [

Remarques 2.1.1 :

On remarque que dans la démonstration du théoreme 2.1.1, on a utilisé le fait que
f(z0) = % 02” f(zo +ret)dt, on déduit que si une fonction continue vérifie cette propriété, il vérifie le
principe du maximum.

Exemples 2.1.1 :

(i) Supposons que Q c C contient D(0,1). Soit f € F(Q). Supposons que f(0) =1 et |f(2)| > 1 si
|z| = 1. Alors, f possede au moins un zéro dans D(0,1). En effet, on a f est non constante sur
D(O D car |f(0) =1<|f(2)I Vz € C(0,1), supposons que f ne posséde aucun zéro sur D(0,1), donc
f est holomorphe sur D(0, 1) et continue sur D(0,1) (car f(2) #0, Vz € C(0,1)), par application du

principe du maximum sur ¢ L On déduit que

1
Vz ED(O,].), ‘% < <1. (|2'0| = 1),
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mais ﬁ =1, ce qui est contradictoire.

(ii) Supposons que Q est connexe borné. Soit (f,) une suite de fonctions continues sur Q, holomorphes
sur Q. On suppose que (f,) converge uniformément sur 0. Alors, (f,) converge uniformément sur
Q. En effet, Vn,m €N,

SuBlfn(Z)_ fm(z)| = sup |fn(2) - fm(Z)l

2eQ z€0Q)

Comme (f,) converge uniformément vers une fonction sur 0Q), alors (f,) est uniformément de
Cauchy, il s’ensuit que (f,) est uniformément de Cauchy sur Q, comme l’espace des fonctions a
valeurs complexes continue menu de la norme de convergence uniforme est complet, il s’ensuit que
(f,,) converge uniformément vers une fonction continue sur Q.

Corollaire 2.1.4 .

Soient R >0et f € 77(D(0,R)). On suppose que f n’est pas constante. Alors, la fonction définie par :
M(r) = sup|f(z)| = sup|f(2)|, Vr €]0,R[, est strictement croissante.

lz|<r |z|=r

Ce corollaire est une conséquence directe trés importante du principe du maximum.

Corollaire 2.1.5 .

Supposons que Q est connexe. Soit f une fonction holomorphe non constante sur Q, continue sur Q.
On suppose que [ admet un minimum local en zg € Q). Alors, f est nulle en z.

Preuve :
Supposons que f ne s’‘annule pas en zq, alors Ir >0,Vz € D(zp,r)cQ: [f ()] =1f(z0)| >0, ainsi % est

holomorphe sur D(zg,r) et continue sur D(zo,r) et il admet un maximum en 2, donc par le principe
du maximum, % est constante sur D(zg,r), par suite, [ est constante sur D(zq,r), par le principe de

prolongement analytique et la continuité, f est constante sur Q. 0]

2.2 Propriété de la moyenne

7

_Soit f:Q — R On dit que [ possede la propriété de la moyenne. Si Vzg € ), Vr > 0 tels que
D(zg,r)c, ona

2n .
f(z0)= 1 f(zo+ret)dt.
27 Jo

Exemples 2.2.1 :

Soit [ une fonction holomorphe sur (), alors par la formule de Cauchy, on déduit que, Re(f) et
Im(f) vérifient la propriété de la moyenne. En effet, soit zg € Q et r > 0 tels que D(zq,r) c Q, ainsi par
la formule de Cauchy, [f(z9) = ﬁfm(zw) 1@ g, = %fg” f(zo + rettYdt. Donc

z—20

Re(f(20) = o= Jo" Re(f)zo +rei)dt et Im(f(20) = 5= [ Im(f)(zo +re't)dt.

7

_ Soit f: Q—R. On dit que f possede la propriété de la sous moyenne. Si Vzo € Q), Vr >0 tels que
D(zg,r) <, on a

1 2n .
f(zo) =< Py f(zo+re')dt.
0

23 Benfanich Abderrahmane



CHAPITRE 2. PRINCIPE DU MAXIMUM

® SECTION 2.2. PROPRIETE DE LA MOYENNE

Exemples 2.2.2 :

Soit f une fonction holomorphe sur Q, alors par la formule de Cauchy, on déduit que, |f| vérifie la
propriété de la sous moyenne.

Rappelons la formule de Green-Riemann sur un disque.

7

On note par Z(R%,R) l'ensemble des formes linéaires de C.
Une 1-forme différentielle sur un ouvert U de R? toute application de la forme, w: Q — ZL(R%,R).

Proposition 2.2.1 [7].

Toute 1-forme différentielle sur un ouvert U de R?, s’écrit d’'une maniére unique comme w(x,y) =
P(x,y)dx +Q(x,y)dy ou P et @ deux fonctions a valeurs réelles sur U et dx (resp. dy) est définie par
dx(u)(x,y) =x (resp. dy(u)(x,y)=y) Yu € Qet (x,y) € R%, on écrit w = Pdx + Qdy.

7

Soit w = Pdx +Qdy une 1-forme différentielle sur un ouvert U de R2. On dit que w est de classe C'
si et seulement si P et Q sont de classe C.
Soit C un chemin sur U de paramétrisation y(t) = (x(¢), y(t)), Vt € [0,1] de classe Cl. On définit Jew
par

1
fc 0= fo H(OP(8), y() + ¥ (DQ(x(2), (D).

Théoréme 2.2.1 [7] Green-Riemann.

Soient P, @ deux fonctions sur un disque D = D(a,r) et C* = C*(a,r). On suppose que Pdx +Qdy
une 1-forme différentielle de classe C' sur un ouvert qui contient D. Alors,

dex+Qdy ff (@—%)dxdy

Théoréeme 2.2.2 [7].

Soit u : Q — R une fonction de classe C? dans Q. On suppose que Au = 0 (Cest-a-dire u est sous
harmonique) sur Q. Alors, u vérifie la propriété de la sous moyenne.

Preuve : .
Soient zg € Q et ro > 0 tels que D(zg,rg) < Q et r €[0,rgl. Posons

2w . .
I(r)= f u(zo +re't)dt, o(r,t) = u(zg +re').
0
@ est de classe C1l sur [0,ro] x [0,27], alors g—‘f existe et continue donc bornée sur [0,ro] x [0,27] car
cest un compact, donc I est de classe C, d’apreés le théoréme de dérivation sous le signe d’intégrale.
de plus, on a

1
I'(r)= —ff_ Au(x,y)dxdy, Vr€]0,rol.
D(zo,r)

En effet, posons
x-(t) =x9 +rcost, y.(t)=yo+rsint, Vt €[0,2r],

alors .

p(r,t)=u(zo+ re'’) = u(xg+rcost,yo +rsint) = u(x,(t), y-(2)),
il s’ensuit que
ou

0 0
a—(f(xr(t),yr(t)) = cos t% + sinta,
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d’ou
27

rl'(r)= (rcos ta—u(xr(t),yr(t)) + rsinta—u(xr(t),yr(t)))dt.
0 Ox o0y

La fonction définie par y(t) = (x,(t),y,(t)), YVt € [0,27], est une paramétrisation du cercle 0D *(z¢,r), de
plus dx = —rsintdt et dy =rcostdt, alors

rl'(r)= f ——dx+—dy.
0D*(zp,r)

Par la formule de Green-Riemann, en déduit que
, 1
VrelO,rol, I'(r)=—-||_ Au(x,y)dxdy,
r JJD(zg,r)

et comme Au =0, ensuite I'(r) =0 Vr €]0,rol, donc I est une fonction croissante sur 10,r¢] par
continuité de I, on déduit qu’elle est croissante sur [0,rg], il s‘ensuit que

2n

2mu(zo) = 1(0) <1 (r¢) = f u(zg +roett)dt.
0

D’ou u vérifie la propriété de la sous moyenne. [l
Corollaire 2.2.1 .

Soit u : Q — R une fonction de classe C? dans Q. On suppose que Au =0 sur Q. Alors, u vérifie la
propriété de la moyenne.

2.3 Principe du maximum pour les fonctions vérifiant la
propriété de la moyenne

Dans cette section, on montre que les fonctions admettant la propriété de la sous moyenne véri-
fient le principe du maximum.

Théoréeme 2.3.1 ([7] Principe du maximum pour les fonctions vérifiant la propriété de la
moyenne).

Supposons que () est connexe borné.
Soit u : 2 — R une fonction continue sur Q. On suppose que u vérifie la propriété de la sous moyenne
sur Q et que u n’est pas constante. Alors,

u(z) < sup u(w), vz € Q.
wedQ)

Preuve :

Puisque Q est borné, alors Q est compact, donc sup u(z) = sup u(z) existe dans R. Il suffit de
zeQ 2eQ

montrer que le sup est atteint uniquement sur la frontiere. On le montre par l'absurde. Supposons
que u n’est pas constante et 3( € Q: M =sup,.qu(z) =u((). On pose A ={z€Q:u(z) = M}. Comme
u est continue, alors A est fermé dans Q. Par hypothése A # &, on a A est ouvert de Q). En effet,
soit zg € A < Q, alors Iry > 0 tel que l_)(zo,ro) c Q. Montrons que D (zg,r¢) < A. Soit z € D (zg,r0),
30 <r <rg, to€[0,27], z = zg + re'’o. Or u vérifie la propriété de la sous moyenne, d’oi.

1 2n .
u(zo) < —f u(zo+re”)dt.
27 Jo
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On écrit
1 21
u(zo):—f u(zo)dt=M.
27 Jo

On déduit que
21

M —u(z9+re’*)dt=0.
0

Commet—M-u (zo + reit) est continue et positive, d’ot
Vi el0,2n],u (zo + reit) =M.

En particulier, u(z) = M, alors, A est un ouvert fermé non vide dans Q qui est connexe, donc A =Q, ce
qui entraine que u est constante sur Q) et par continuité u est constante sur Q, qui est absurde. D’out
le résultat. ]

Corollaire 2.3.1 .

Supposons que Q) est connexe borné.
Soit u une fonction & valeurs réelles qui vérifie la propriété de la sous moyenne sur Q) continue sur .
Alors sup u(z) = sup u(2).
zeQ 2€0Q)
Corollaire 2.3.2 .

On suppose que () est connexe borné. Soit [ une fonction a valeurs complexes non constante continue

sur 5, harmonique sur Q. Alors,
|f(2)| <sup|f(z)|, Vz € Q.
zeQ

Preuve :

Si u (resp. v) désigne la partie réelle (resp. imaginaire) de f, ensuite u et v sont deux fonctions
harmoniques sur Q) a valeurs réelles, en conséquence ils vérifient la propriété de la moyenne. On en
déduit que Yr >0 et a € Q tels que D(a,r) < Q, f(a) = % 02” fla+rett)dt, il sensuit que la fonction

|f| vérifie la propriété de la sous moyenne. Alors, par le théoréme 2.3.1 si 3z € Q, sup|f(2)| = |f(z0)l,
zeQ
donc |f| est constante, ceci implique que par la remarque 1.5.5 que [ est constante. [

Théoréme 2.3.2 ([7] Principe du minimum).
Supposons que Q est connexe borné. Soit u : Q) — R une fonction continue sur Q. On suppose que

—u vérifie la propriété de la sous moyenne sur () et u n’est pas constante. Alors,

inf w(w)<u(z), VzeQ.
weo)

On dit que u vérifie le principe du minimum.

Preuve :

On applique le théoréeme 2.3.1 sur —u. [l
Remarques 2.3.1 :

Les fonctions qui admettent la propriété de la sous moyenne ne vérifient pas en général le principe
de minimum. En effet, la fonction u définie par

u:[-1,11x[-1,1] — R
(x,y) — x2.
On a Au=2=0, alors d’apres 2.2.2, u vérifie la propriété de la sous moyenne.
Mais u admet un minimum en (0,0) €] —1,1[x]-1,1[.
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Corollaire 2.3.3 .

Les fonctions harmoniques a valeurs réelles vérifient le principe du maximum et du minimum.
Supposons que Q) est connexe. Soit f une fonction holomorphe sur Q comme Re(f) et Im(f) sont
harmoniques, ainsi ils vérifient le principe du maximum et du minimum. On suppose que Re(f) ou
Im(f) admet un maximum ou un minimum local, alors Re(f) ou Im(f) est constante, ce qui implique
que f est constante sur Q par continuité [ est constante sur Q.

Corollaire 2.3.4 .

Soient R >0, a € C et f € 77(D(a,R)). On suppose que f n’est pas constante. Alors, les fonctions
définies par

A(r)= sup Re(f(2)), B(r)= sup Im(f(z)), VrelO,RI[,

|z—a|<r |z—al=r

sont strictement croissantes, de plus, eA"” = sup |ef(2)| et B = sup |e_if(z)|.
lz—al=r lz—al=r

Exemples 2.3.1 :

On suppose que () est connexe. Soit [ une fonction holomorphe sur (). On suppose qu’il existe r >0
et a € Q tels que D(a,r)cQet f(a+re't)eR, YVt €[0,2n]. Alors, f est constante sur Q. En effet, par la
formule de Cauchy f(a) = % fOZ” f(a+ret)dt € R ce qui donne, Im(f(a)) = % foznlm(f(a +ret))dt =0,
Alors, B(0) = B(r), or si f n’est pas constante le corollaire précédant affirme que B est strictement
croissante sur 10,R[ oit r <R et D(a,R) c Q. Ce qui nous donne que f est constante sur D(a,R) qui
admet un point d’accumulation, comme () est connexe, f est constante.

2.4 Applications du principe du maximum

2.4.1 Théoreme de d’Alembert-Gauss

Théoreme de d’Alembert-Gauss (Le théoréme fondamental de I’algebre) dit que tout polynéme
de degré n a coefficient dans C, admet exactement n racines dans C, en autres termes C est
algébriquement clos.

Théoréme 2.4.1 d’'Alembert-Gauss.
Soit P € C[X] de degré n = 1. Alors, P admet n racines dans C.

Preuve :

P est holomorphe sur C et |P(z)| | |—> +00, alors il existe r >0 tel que V|z| =r, on a |P(z)| > |P(0).
zZ|—+0o0

Comme D(0,r) est compact et P est continue, on déduit que P admet un minimum en zg € D(0,r). Or
Vz e C(0,r), |[P(z)| > |P(0)|, donc zg € D(0,r). D’aprés le corolaire 2.1.5 P(z¢) = 0. Alors, P = (X —z¢)Q
ot deg(Q) =n —1, par récurrence on montre que P admet exactement n racine. l

2.4.2 Caractérisation des fonctions holomorphes bijectives sur D(0,1)

Le lemme suivant qui est connu sous le nom "Lemme de Schwarz" est une application directe
du principe du maximum sur les fonctions holomorphes.
Il a été découvert par le mathématicien allemand Hermann Schwarz au 19-eme sieécle.

Lemme 2.4.1 [8] (Lemme de Schwarz).
Soit f € 7(D(0,1)). On suppose que |f(z)| <1, Vze D(0,1) et £(0)=0. Alors,
If(2)] <lzl, Yz € D(0,1) et |f'(0)| < 1.
De plus si 3z € D(0,1)\{0} tel que |f(z0)| = |20l ou |f'(0)| = 1. Alors, AL € C tel que |A| =1, f(2) = Az.
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f(z) =22

Remarques 2.4.1 [6] :
On généralise ce théoréeme pour g € 7 (D(a,R)) tel que

{ AM >0, |g(z)| <M Vz € D(a,R),
gla)=0.

Posons f(z) = W, Vz € D(0,1), f vérifie les hypothéses du lemme de Schwarz. On déduit que
{ lg(2)l = MZ4, Yz € D(a,R),

gl <¥.
Preuve : (Lemme de Schwarz 2.4.1.)

Posons g(z) = @, pour z € D(0,1). Comme f(0) =0, alors f(z) = z;g anz", donc la fonction g €
F(D(0,1)). Alors, on a d’apres le principe du maximum

sup |f(2)] )
D
VO<r<1,VzeC(0,r), |g(z)l < 2eDOn <=1,
r r r—1
il s’ensuit
lg(2) <1, VzeD(0,1).

On déduit que
|f(2)| <|z|, Vz € D(0,1).

Comme
f(2)=zg(2)=f'(2)=gz)+2g'(2),
alors
£'(0) = g(0).
Donc
If'(0) < 1.

Aussi par le principe de maximum pour les fonctions holomorphes, si
(320 € D(0, D\{0} : |f(20)| = |20]) ou (If'(0)| = 1),

donc A tel que g(z)=A, Vze D(0,1), et |A| =|g(z0)| = 1. O

On définit des fonctions bijectives de D(0,1) [resp. C(0,1) ] vers lui-méme. On verra dans la
suite que si on les compose avec des rotations, elles caractérisent les applications bijectives de D(0,1)
dans lui-méme.
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Proposition 2.4.1 [8].

On pose A = D(0,1) ou A = C(0,1). Soit a € D(0,1). On définit @y(z) =

application bijective de A vers A.

Preuve :
Qg est bien définie, car z # % (|%| >1).0Ona:

z+ta f+—a -—a
Pa(P-a(2)) = pa (1 +az) 1 iaaz z+a
1+az

z+a—a+|a|22
l+az—az+|al?
1+|al?
1+|af

:Z,

ensuite @ est injective. Soit z € C(0,1), donc z = et quec t €[0,27].

_ | ezt_a
[9a(2)] = |pate™)| = |T=
e—a —it
“leit—w (‘e :1)
=1, (Iz] = 12]).
Alors
9q(C(0,1)) = C(0,1),
et

¢-4(C(0,1)) = C(0,1),

on déduit que
9q(C(0,1)) = C(0,1).

Soit z€ D(0,1). D’apres le principe de maximum

lpa(2)| = sup |pa(2)|=1,
2eC(0,1)

alors

¢q(D(0,1)) = D(0,1),

et
¢-(D(0,1)) = D(0,1),

on déduit que
¢«(D(0,1)) = D(0,1).

z—a
l1-az

. Alors, @, est une

0

Le théoréeme suivant caractérise les applications holomorphes bijectives du D(0,1) vers lui-

méme.

Théoréme 2.4.2 [8].

Soit f :D(0,1) — D(0,1) une fonction holomorphe bijective. Alors, 3a € D(0,1) et 31 € C(0,1) tel

que
f=Apa.

29
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Preuve :
Comme f est bijective Ja € D(0,1) tel que f(a) =0. On pose g = f o@_,, g est holomorphe, car ¢_,
et f sont holomorphes. On a |g(z)| <1, Vz € D(0,1). Car Vz € D(0,1), |f(2)] < 1et g(0) = f(lg%‘_’o) =

f(a)=0. Soit { € D(0,1)\{0}. Pour zo = @q (f_l(()) e D(0,1)\{0}, on a g(z¢) = z¢ = |g(z0)| = |20l
Alors, par le lemme de Schwarz, on déduit que

Jr: |/1| = 1, 8= AIdD(O’l).

D’ou
f=2A¢q.

2.4.3 Estimation de nombre des racines

Le théoréme suivant est aussi une application du principe du maximum. Il donne une estima-
tion de nombre des racines d’une fonction holomorphe sur un disque.

Théoréme 2.4.3 [6].

Soient [ :D(0,1) — D(0,1) une fonction continue sur D(0,1), holomorphe sur D(0,1) et a €]0, i
On suppose que f(0) #0. Soit n le nombre des zéros de f dans D(0,a). Alors,

n < 1 lo( 1 )
" log=n) i)

Preuve :
Soient 21,29, ,2N les zéros de f dans D(0,a), et ay,as, - ,an leurs multiplicités respectivement.
On remarque que n = a1+ ag +---+ ay. La fonction g définie sur D(0,1) par
z
VzeD(0,1), g(z) = fz) ;
N am
I (1-z)
m=1 mn

est holomorphe sur D(0,1) et continue sur D(0,1), car par le théoréeme de factorisation 1.5.7 il existe
un voisinage de chaque z,, tel que f(z) =(z —z,,)*"h(z), oi h(z,,) #0, o h est holomorphe.

Pour |z|=1, 0ona
z

1
=>—,Vmell,--- ,N}L
a

Zm

Alors, par le principe du maximum, on a

or
1 1

a<§:——1>1etg(0):f(0)750,
a

on déduit que

ns— 10( - )
~ log=n) CliFI)
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Remarques 2.4.2 :

Soient r,R>0,aeCet f: D(a,r) — D(0,R) une fonction continue sur D(a,r) et holomorphe sur
D(a,r) tel que f(a)#0 et a €10, 1[. On note par n le nombre des zéros de f dans D(a,ar). Alors,

ns—rlo ( i )
" logE8) Plif@I)’

En effet, on pose g(z) = }%f(rz +a), Vz € D(0,1), donc g est continue sur D(0,1) et holomorphe sur
D(0,1) et g(0) = ]%f(a) # 0, de plus, le nombre de zéros de g sur D(0, @) est le nombre de zéros de f sur
D(a,ar). Alors, on applique le théoréme 2.4.3, on obtient le résultat désiré.

2.4.4 Théoreme de I'application ouverte

3

Soit Q) un ouvert dans C, on dit que f : QQ — C est une application ouverte, si pour tout ouvert O de
Q, f(O) est un ouvert de C.

Théoréme 2.4.4 ([3] Application ouverte).

Soient Q un ouvert connexe et [ : O — C une fonction holomorphe non constante. Alors, [ est
ouverte.

Disque unité ouvert Image par sin

-

FIGURE 2.3 — Image du disque ouvert par sin.

Preuve :

Soit U un ouvert de Q). Montrons que f(U) est un ouvert de C. Soit w € f(U), alors 3zg € U tel que
w = f(zg). On pose g(z) = f(z)—w, Vz €U, la fonction g s’annule en z¢, d’oit par le théoréme des zéros
isolés 1.5.7, il existe un r > 0 tel que D(zo,r) < Q et Vz € D(z9,r)\{20}, g(2) #0. Comme 0D(z,r) est
compact, alors la fonction |g| atteint son minimum sur 0D(zq,r), alors

Jz1€0D(29,7), V2 €0D(20,1), |f(2) —w| = |f(z1) —w| > 0.
On pose € = |f(z1) —w|. Montrons que D (w, %) c f(D(zg,r)). Soit (e D (w, %), et posons

h: D(zo,r) — C
z— f(2)-C.
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Cette fonction est holomorphe sur D(zy,r) et continue sur D(zo,7), |h| atteint son minimum sur
D(zq,r). En effet

Vz €D (w,g), IF(2) = = 1f (@) —w - —w)|
> |f(z2)-w|—|{ —w]

€ €
>g——=—

2 2
> |¢ —wl=1h(z0)l.

Alors, h n’atteint pas son minimum sur 0D(zg,r), d’ou il est atteint sur D(zq,r), d’aprés 2.1.5 [ s‘an-
nule en ce minimum, c’est-a-dire
Jzg € D(z0,7), f(22) =,

alors c
D (w,5) < f(DGo,m) = FO),
d’otr f(U) est un ouvert de C. l
Par ce théoréeme, on peut démontrer le résultat suivant.
Corollaire 2.4.1 .

Supposons que (2 est connexe. Soit [ : 2 — C une fonction holomorphe. On suppose que |f|, Re(f)
ou Im(f) est constante, alors f est constante.

Preuve :

Si |f| est constante, posons r = |f(z¢)| =0, zg € Q, donc f(Q) ={f(2) : z€ Q} =C(0,r) n’est pas un
ouvert, donc f est constante.

Si Re(f) est constante, on pose a = Re(f(z¢)) ot zg € Q. Alors quitte & considérer g = f —a on suppose
que Re(f) =0, donc f(Q) c iR, or iR est d’intérieur vide donc f(Q) n’est pas ouvert, donc f est
constante. l

2.4.5 Le probléeme de Dirichlet

Le probleme de Dirichlet a de nombreuses applications importantes dans différents domaines
scientifiques. Les solutions du probleme de Dirichlet sont utilisées pour modéliser des phénomenes
physiques. Ce probleme est de trouver une fonction harmonique dans un ouvert connexe borné,
qui coincide avec une fonction continue dans la frontiére de cet ouvert. En d’autres termes, soit
g : 0Q — R une fonction continue. Alors, le probléme de Dirichlet, c’est de trouver u: Q — R une
fonction continue telle que

{ Au(z) =0,VzeQ, D)
u(z) =g(),VvzeoQ.

Dans cette section, nous donnons la solution explicite dans le cas ou 2 = D est un disque ouvert
D c C; Lexistence, dans le cas général, peut étre difficile a établir (théorie de Perron, fonctions bar-
riere). En tout cas, 'unicité de la solution pour un ouvert connexe quelconque est facile a démontrer
par le principe du maximum.

Théoréme 2.4.5 [4].
Le probléme de Dirichlet D admet au plus une solution.

Preuve :

Soient ui et ug deux solutions du probléeme de Dirichlet D, on pose v = u1— ug, alors v est continue
sur Q et harmonique sur Q et Yz € 0Q, v(z) = 0, par le principe du maximum sur la fonction v, on
déduit que

VzeQ, |v(z)|<0.

Alors, v=0, donc u1 =us. O
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4

On définit le noyau de Poisson par

P:D(,1)xC(0,1) —R

(z,o—»Re(‘vﬁ
(-2

La transformée de Poisson de g est définie par

Pg:D(0,1) —R
1 2 i0 i0
Z— — P(z,e")g(e")do.
21 Jo
Lemme 2.4.2 [4].
D V(z,0)eDO,1)xCO0,1), Pz,) = L > 0.
ii) Pg est harmonique sur D(0,1).
Preuve :
i) Soit (2,0) e D(0,1) x C(0,1). Alors,

2 _ 2
2P(z,c)=2Re(“Z) _{+z (tz 20 -2k|

= + =
(-z2) (-z (-z ¢ —z|?
D’ou .
C1-lz
P(z,0)= TP > 0.

ii) Par une application du théoréme de dérivation sous le signe intégrale, il s’ensuit que Pg est la
partie réelle d’'une fonction holomorphe. D’ott Pg est harmonique.

O
La transformée de Poisson détermine explicitement la solution du probléme de Dirichlet D pour
Q=D(0,1).
Lemme 2.4.3 [4].
i) Soient {(€C(0,1) et 6 >0, lim,_.;, sup P(z,{)=0.
I—Col=6

7eC(0,1)

ii) 1=L [77P(z,e!%)d6, Vz e D(0,1).

Preuve :
i) Soit (€ C(0,1) tel que |{ —{o| =0, on a

1€ -zl =1 —Col—12—C{ol 26 — |z —Col.

Alors

1-|z/?
sup P(z,()S$ — 0.
(~Lol20 6 —1lz=Col 2o
(eC(0,1)
. 1 2m et 1 d 1 2 1 PN 5
if) Ona 5 4" S52d0 = 55 [co) %% =5z Jew 702 — 7A¢ =1, d'ou le résultat.

l
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Théoréeme 2.4.6 [4].

La fonction définie par
(2) = (Pg)z) si, z€D(0,1),
W= g) s z€C0,1),

est solution du probleme de Dirichlet D dans D(0,1).

Preuve :
Par construction et le lemme 2.4.2 ii), il suffit de montrer que u est continue en tout point de C(0,1).
Soient {y € C(0,1) et € > 0. Par ii) du lemme 2.4.3, on a

1 2 .
|(Pg)(2)—g({0)|=|(Pg)(2)—§ A P(z,e"%)g((0)db),

alors
27

1 . .
(P2)(2) - gCo)l < o~ i P(z,e'9)g(e'®) - g({0)Idb.

Par continuité de g en (y, il existe 6 >0 tel que V{ € C(0,1), |(-{o| <d = |g({)—g({(0)| < €. En divisant
lintégrale en deux parties, on trouve que

1 R R 1 R R
I(Pg)(2)-g(o)l < — f A P(z,e%)g(e®) - g(()ld0+ — | P(z,e)g(e'%) - g((0)dO
27 |9“9I(0|]<5 2n |e19?(o|126
0€l0,21 0€l0,21

1 27 .
<e— P(z,e)d6+ sup P(z,()( sup |g({)|+|g(Co)|)
27 Jo 1{=Lol=6 {eC(0,1)

{eC(0,1)

=&+ sup P(z,()( sup |g(()|+|g((0)|)~
Gy e

Or, d’aprés i) dans le lemme 2.4.3, il existe §' > 0 tel que Vz € D(0,1), |z—{o| <6’ = supj;_¢,=56 P(2,0) <
(eC(0,1)
€. Il s’ensuit que,

VzeD(0,1), |z—{ol <6’ = |(Pg)z)—g({o) < e(1+ sCU(lp )Ig(()l +18(olD),
(eC(0,1

d’ou la continuité de u sur D(0,1). OJ

Remarques 2.4.3 :

Si Q = D(a,r), o a € C et r >0, on définit de la méme maniére le noyau de Poisson et la
transformée de Poisson par Ppwr(z,0) = P(ELD, V() € D(a,r) x C0,1) et
(Pp(a,r8)2) = % OQ”P (%,ei(’)g(a +ret?)do. Alors, le probleme du Dirichlet D admet une solution
unique définie par
g(2) si, z€ C(a,r).

(Pp@,rn&)z) si,zeDl(a,r).

En effet, soit h la fonction définie par h(w) = g(rw +a), Yw € D(0,1), le probleme de Dirichlet D,
admet une solution unique v continue sur D(0,1) telle que v est harmonique sur D(0,1) et
v(w) = h(w) = grw + a), Yw € C(0,1), la solution explicite de ce probléeme s’écrit comme
v(w) = % 02”P(w,eit)f(eit)dt, par un changement de variable w = %, z € D(a,r), on trouve

u(z)= v(%) est une solution de D.

u(z) = {

Théoréme 2.4.7 .

Soient Q) est un ouvert de C et u : 2 — R une fonction harmonique. Alors, u est localement la partie
réelle d’une fonction holomorphe.
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Preuve :
Soit z € Q, alors il existe r > 0 tel que D(z,r) c Q. Considérons le probléeme de Dirichlet D pour
u(z) si,ze C(a,r).

. , Or u est aussi
(Pp@,ruXz) si,zeDl(a,r).

D(a,r) et uic(a,r) » D admet une solution unique v = {
une solution , il s'ensuit que u = v, donc u(z) = % f02” PD(z,r)(z,eig)u(z +rei?)de, qui est la partie réelle
d’une fonction holomorphe comme on a déja montré dans la démonstration du lemme 2.4.2. [l
Remarques 2.4.4 :

La transformée de Poisson donne une formule qui semble a celle de Cauchy pour les fonctions
harmoniques a valeurs réelles. Soit r >0 et a € C tels que D(a,r) c Q. Alors,

1 2m _ ) )
u(z) = —f P(Z a,e”)u(a+re”)dt,Vz € D(a,r)c Q.
21 Jo r

Théoréme 2.4.8 [4].

Si Q est simplement connexe et u :  — R harmonique. Alors, il existe une fonction f holomorphe
sur £, unique a constante pres, telle que
u=Re(f).

Remarques 2.4.5 :

u est la partie réelle d’une fonction holomorphe qui est de classe C*, alors u est de classe C* au sens
de différentiabilité.

2.5 Généralisation du principe du maximum

Supposons que 2 est connexe et borné, nous avons vu que si f est une fonction continue sur Q
et f € 7 (Q2) non constante, le principe du maximum nous donne

supl|f(2)| = sup|f(2)I.

zeQ z€0Q)

Pour un domaine non borné, cette égalité n’est pas vraie. En effet, soit
b2 /2
Q={x+iyeC:——<y< =},
Y 2773

Posons
f(2) = exp(exp(z)),Vz € Q.

Soit x € R, puisque exp(+ig) = +i

exp (exp (x + Lg)) = exp(=+i exp(x)),

il s’ensuit que |f(2)| = 1,Vz € 0Q). Mais f(x) — +oo trés rapidement quand x — +oo le long de I'axe
réel (qui est inclus dans Q).

Le mot "tres" est la clé pour généraliser le principe du maximum. Une méthode développé par
Phragmén et Lindelof permet de montrer des théorémes du type : si f € J7(Q) et |f| < g, ou
g(z) — +o00 "lentement" quand |z| — +oo dans 2 (le sens de "lentement" dépend seulement de (2),
la fonction f est en fait bornée sur (2, et ceci, d’apres le principe du maximum. Nous allons voir
comment appliquer cette méthode dans trois cas, dans les deux premiers cas (2 sera une bande.
Dans le premier cas, nous supposons que f est bornée et le théoreme améliore la borne. Dans le
deuxiéme cas, nous supposons que [ est borné sur la frontiere et il vérifie une estimation
exponentielle, le théoreme nous donne que la fonction est bornée sur Q2. Dans le troisieme cas (2
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sera le demi-plan de droit. f va vérifier des conditions similaires au deuxiéme cas, le théoréeme nous
donne que f est bornée sur Q.
D’abord, on donne un exemple du méme type : Soit f une fonction entiére (holomorphe sur C)
vérifiant

If(2) <1+z|Y2, vz eC.

La fonction f est constante. En effet, f(z) = Y a,z", z € C, soit R > 0, d’apres les inégalités de Cauchy,

n=0
:|z|=R 1z N
onaVn=1,|a,|< SuP{lf(;),ll lzI=R} 1J}3Rn P 0,dou, Vn=1,a,=0.
—T+00

Théoréme 2.5.1 [8].

Soit Q={x+iyeC:a<x<b}. Soient f € 7(Q)N C(Q). On suppose que 3B = 0 tel que |f(z)| < B,

Vz € Q. On pose M(x)=supl|f(x+1iy)|. Alors,
yeR

M(x)°™% < M(a)’ *M(b)*"%, Vx €la, bl.

En particulier, M(x) < max{M(a), M(b)} il faut noter que I'inégalité donne un renseignement plus
fort puisque, en particulier, si M(a) ou M(b) est nul, alors f est identiquement nulle.

Si on supprime ’hypothese " f est bornée sur Q0 ", il se peut que f soit bornée sur le bord de
Q) sans étre bornée sur ) comme le montre I'exemple suivant : On prend a =0, b =1 et f(z) =
exp(exp(inz —in/2)), sur le bord de Q, f(z) = exp(fiexp(—ym)) qui est de module 1 et sur Q f n’est
pas bornée car f(1/2+iy) = exp(exp(—ym)), Vy e R.

Preuve :
Supposons d’abord que M(a) = M(b) = 1. Dans ce cas, montrons que |f(z)| <1, Vz € Q. Soit € >0, on
définit :

1
h =— VzeQ.
e(2) 1+e(z—a) ®
e} _ 1 1 _ 1
Pour zeQ, |h(2)| = e = RedreG-a) = Treaa) = 1. Alors,
Vz€dQ, |f(2)h(2) <1. (*)

Comme Im(1+¢e(z —a)) = ey, donc |he(2)| < ==

elyl”
On déduit que

— B
VzeQ, |f(2)he(2) <= —. (**)
elyl
. .. . _ _ _ B _ B N
Soit R le rectangle dans Q) délimiter par les droites x =a, x =b, y = -7 et y = , d’apreés * et *¥,

|f(2)he(2)| <1, Vz € OR, par le principe du maximum, on déduit que Vz € R, |f(2)h.(2)| <1, par **,
Vze Q\R, |f(2)h(2)| <1, On tend € — 0, il s'ensuit que |f(2)| <1, Vz e Q.

On définit pour M >0, M? = exp(zlog(M)), Vz € C.

Pour le cas général, supposons que M(a) #0 et M(b) #0, on pose, g(z) = M(a)0~2/(6-0) pp(p)e-alb-a)
on a g est entiere , ne s‘annule pas et 1/g est borné sur Q (1g(z)] = M(a) b~/ pf(p)e-0)b-a) vy ¢
[a,bl, qui est compact), de plus |g(a+iy)|=M(a) et |g(b+iy)| = M(b). Alors, la fonction f/g vérifie les
hypothese du premier cas, d’oii, Vx €la,bl, Vy e R, |f(x +iy)| < M(a)b~/b-a) pr(p)a-a)b-a)

Si M(a) =0 ou M(b) = 0 montrons que f =0 sur Q. On remarque que si on remplace f par [ + %,
Vn=1 M(a) # 0 et M(b) #0, comme f + 1/n tend uniformément vers f on déduit d’apres le cas
précédant et le théoréme de prolongement analytique que f =0 sur Q, d’ou le résultat. l
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Corollaire 2.5.1 .

Sous les mémes hypotheéses du théoréme précédant la fonction x — log(M (x)) est convexe dans la, bl.

Preuve :
Soit x,y €la,bl et t €]0,1[, montrons que log(M(tx + (1 —¢t)y)) < tlog(M(x)) + (1 — t)log(M(y)).
Supposons que x <y, on a tx+(1—1t)y €lx,yl on applique le théoréme précédant pour "a = x” et

"y=>b".
On déduit que (y —x)log(M(tx + (1 —1t)y)) < (y — (tx+ (1 — t)y)) log(M(x)) + (tx + (1 — t)y — y)log(M(y)),
d’otr log(M(tx + (1 —¢)y)) < tlog(M(x)) + (1 — t)log(M(y)). O

Théoréme 2.5.2 [8].
Soient Q={x+iyeC:-g<y<glet f€ H(Q)NC(Q). On suppose que a <1, A €R, tels que

If(2) < exp(Aexp(alx])), V(z=x+iy)eQet |f(2)| <1, V(z =x+ zg) €0Q.

Alors, |[f(2)|<1,VzeQ.

Preuve :
Soient B tel que a < f<1et €>0. On pose :

he(z) = exp (—5 (eﬁz + e_ﬁz)) ,
pourz=x+iy€e(), ona

eP? + e7P? = eP*(cos(By) + i sin(By))
+ e‘ﬁx(cos(ﬁy) —isin(By)),

d’ou,

|he(2)] = exp (—E (eﬁx + e_ﬁx) cos(ﬁy),)
or Y|y| < % et Blyl < %, donc

cos(By) > 0,V|y| < /2,
d’ou
36 > 0:cos(By) > 6,

on déduit que :
|he(2)] < exp (—8 (eﬁx + e_ﬁx) 5) ,

ce qui entraine
If(2)he(2)] < exp (Ae”""| -6 (eﬁx + e_ﬁx)) ,VzeQ

de plus
P(x) = Ae™™ — g5 (eﬁx + e_ﬁx) — —00,

xX— 00
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car a < f et 6 > 0. Alors, Axg € R, tel que Vx| = xo, exp(p(x)) < 1, on pose D = {x+iy € Q: |x| < xo},
d’ou
If (2)he(2)| <1, VzeC\D.
En appliquant le principe du maximum sur D, on déduit que :
lf(2)he(2) <1, VzeD.

Alors,
VzeQ, |f(2)he(2) < 1.

On tend € — 0, il s‘ensuit

If(2)I <1, VzeQ.

Q={x+iyeC:-g<y<g}

Théoréme 2.5.3 [8].

Soient Q= {x+iy € C:x> 0} et f une fonction continue sur Q et holomorphe sur Q. Supposons 3A >
Oet O<a<1telsque |f(z)| <Aexp(|z|*), VzeQet |f(2)|<1, Vz=1iyedQ. Alors, |f(z)| <1, VzeQ.

Preuve :

Soient a < p<1et e >0. On pose he(z) = exp(—ezP), Vz € Q, h, est continue sur Q et holomorphe
sur Q et (On rappelle que Re(zP) =0, si z € 0Q et Re(zP) = |z|P cos(Barctan(y/x)) >0si z€Q.) Vz e Q,
|he(2)| = exp(—eRe(zﬁ)) <1. Donc Vz€0Q, |f(2)h (2) <1

Pour z=x+1iy € Q, |f(2)he(2)] < exp(A|z|* - elz|P cos(farctan(y/x))) |z|—+>oo 0. En effet, comme <1

zeQ)

on a Parctan(y/x) € [-np/2,np/2] ] —n/2,n/2[, en conséquence 35 > 0 tel que cos(Barctan(y/x)) = 9,
il Sensuit A|z|* —¢|z|P cos(arctan(y/x)) = 1z|P(A|z|¢P —ecos(Barctan(y/x))) < 1z1P (A 2% P -e6) —
—~ =

|z|—+00
—+00 —0 <0 zeQ
—00.
Alors, AR > 0 tel que |f(2)h(2)| <1, Vz€Q,|z| = R.
Par le principe de maximum, on déduit que |f(2)h(z)|<1, Vze€ Q,|z| <R.
On tend € — 0, il s'ensuit que, |f(2)| <1, Vz € Q.
OJ
l[f(@)he(2) <1
R [T ~
lz| <R,
“RbL--
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Remarques 2.5.1 :

Si a =1 le résultat n’est plus vrai, pour f(z) =exp(z), on a sur 0Q, lexp(iy)| = let Vz € Q, |exp(z)| =
exp(Re(z)) < exp(|z]) mais exp(x) = +00.
xeR™

2.6 Réciproque du principe du maximum

Dans cette section, on donne un théoréme qui montre que presque toutes les fonctions
complexes qui vérifient une version faible du principe du maximum localement, sont holomorphes.

Théoréme 2.6.1 [8].

Soit F un sous-espace vectoriel de Uespace vectoriel des fonctions continues sur D(0,1) & valeurs
dans C. On suppose que F contient tous les polynémes et que Vf € F, on a

sup |f(2)]= sup |f(2).
2eD(0,1) zeC(0,1)

Alors, Vf €F, f est harmonique.

Théoréme 2.6.2 [8].

Soit M un sous-espace vectoriel de I’espace vectoriel des fonctions complexes continues sur D(0,1) a
valeurs dans C qui vérifie les propriétés suivantes :

i) 1leM.

il) feM=z—2zf(z)eM.

iii) feM = sup |f(2)|= sup |f(2).
2eD(0,1) zeC(0,1)

Alors, Vf € M, f est holomorphe sur D(0,1).

Preuve :

On pose j définit par j(z) =z, ¥z € D(0, 1).
Pari)le Metparii)Vn=1, z— z" € M, comme M est un espace vectoriel, il s’ensuit que M contient
tous les polynémes, par iii), M satisfait toutes les conditions du théoreme 2.6.1, alors pour tout f € M,
[ est harmonique.
Soit f € M, montrons que [ satisfait les équations de Cauchy-Riemann 1.5.2. On a

oGjf) _9dj of of
0z " as o T G
——

=1
Alors
0%(jf) of oj of .0
— ==+ = —+tJ]=,
0z0z 0z 0z 0z 0z0z
ey

2 2
or feM= jfeM,doncf et jf sont harmoniques, d’ou aazgz =0et 35{3}; =0, ainsi, % =0.
Donc pour tout f € M, f satisfait les équations du Cauchy-Riemann, par suite [ est holomorphe sur

D(0,1). O

39 Benfanich Abderrahmane



Conclusion

En résumé, le principe du maximum pour les fonctions holomorphes est un théoréme tres fort en
analyse complexe. C’est un moyen de démontrer plusieurs théorémes fondamentaux.

J’ai été frappé par la maniere dont une propriété simple peut conduire a plusieurs résultats
importants en analyse complexe. Cela témoigne de l'importance des concepts de base en
mathématiques, qui peuvent avoir des applications profondes et diverses.

Le principe du maximum est une propriété puissante qui s’applique a de nombreuses fonctions
en analyse complexe. Il est essentiel pour plusieurs applications et résultats en mathématiques. En
effet, il est souvent utilisé pour établir I'unicité de solutions d’équations aux dérivées partielles, par
exemple le probleme de Dirichlet. De plus, il est utilisé pour étudier les propriétés des fonctions
harmoniques, qui jouent un réle important dans de nombreux domaines de la physique.
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